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� � 摘 � 要: � 快速层级算法( FHM)是边界元法求解 3D电容积分方程的一种加速方法,该方法基于分层近似对电势系

数矩阵隐式表示, 使求解的时间复杂度降低到 O( n) .改进算法对FHM 做了两点改进: ( 1)给出了分层近似的理论依据,

这种分层依据适用于所有导体结构而无需重复试验. ( 2)利用层级关系,直接计算面电荷,避免了迭代过程, 加速了电荷

求解. 一系列典型3D互连线结构的测试显示:改进后的算法不仅提高了求解精度, 而且计算时间也减少到改进前的 1/ 3.
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Abstract: � An improved fast hierarchical method ( IFHM ) for three�dimensional ( 3�D) capacitance extraction of IC Intercon�

nects is presented. The fast hierarchical method ( FHM ) has been utilized for acceleration of the boundary element method ( BEM)

in solving the integral equations asso ciated with the 3�D capacitance extraction problem.However, there is a shortcoming of the orig�

inal FHM method: the criterion for hierarchical approximation is not explained and lack of theoretical support. The criterion plays a

key role in the tradeoff between acceleration and precision. In the original FHM method the hierarchical approx imation criterion was

gained by a trial�and�error scheme. Here, specific and quantitative criterion is proposed in this improved FHM method. In addition,

a new effective hierarchical scheme for charge evaluations is also proposed. The IFHM results in higher accuracy with about 1/ 3

computational time than the original FHM . Numerical examples are included to demonstrate the efficiency of this proposed IFHM .
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1 � 引言

� � 芯片上互连线( on�chip interconnects)的电性能已成

为大规模集成电路( IC)发展的瓶颈. 随着 IC工艺尺寸

的缩小,新一代芯片上连接线的数量正在急剧增加,与

此同时连接线更加细小也分布得更为密集.不断增加的

互连线电容使 RC时延成为限制集成电路性能的主要

因素,此外电容性耦合引起的串扰已经成为集成电路芯

片重要的噪声来源之一.基于上述原因,在集成电路的

时序分析和噪声分析中, 必须建立互连线 RC 网络模

型[ 1] .因此在深亚微米集成电路的设计和封装中, 电容

参数的提取成为一项必不可少的关键工作.

边界元方法求解 3D 电容矩阵的主要问题是:在求

解电势积分方程的过程中生成稠密的系数矩阵.针对这

一问题快速层级算法[ 2]通过分层近似对电势系数的隐

式求解达到电容矩阵加速提取. 然而快速层级算法在

3D电容参数求解中存在以下缺点: ( 1)分层近似条件不

好确定,反复试验的方法操作不便; ( 2)层级关系在线性

方程组的求解中应用不充分,没有使层级加速性能得到

充分发挥.

本文针对以上问题,通过对层级近似和分层原理的

深入研究,改进了快速层级算法的关键步骤, 提出了精

度更高、加速性能更优越的改进型层级加速算法

( IFHM) ,并开发出基于 IFHM 算法的软件包,该软件包

集成在武汉大学微电子信息技术研究院自行研制的 IC

互连线 3D电容提取软件 QXT 中.

2 � 快速层级算法( FHM)的基本原理

2. 1 � 互连线 3D电容的求解

对于一个由 m 个导体组成的结构, 电容矩阵是一

个 m � m矩阵,用 C表示.其中每一元素 Cij ( i, j = 1, 2,

 , m)代表导体 j 与导体 i 之间的耦合电容(如果 i= j

则为导体 i 的自电容) .矢量 Q= [ q1 , q2,  , qm]和矢量

V= [ v 1 , v 2,  , vm]分别代表导体结构的电荷矢量和电
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势矢量.

由

q1

q2

�

qm

=

C11 C12  C1m

C21 C22 C2m

� �

Cm1 Cm2  Cmm

v 1

v 2

�

vm

( 1)

设定 v i= 1, vj = 0, j = 1, 2,  , m 且 j ! i ,则对应电

荷矢量等于电容矩阵第 i 列. 于是当 i 分别取值 1, 2,

 , m时,求解对应电荷矢量 Q ,就可以得到 m � m 的

电容矩阵.

静电场电势积分方程如下:

� ( r) =∀surface
 ( r#) G( r, r#) da# ( 2)

其中 � ( r )是已知场点电势, G( r , r#)是格林函数,

r#和 r 分别代表源点和场点,  是导体表面电荷密度,

da#是面元微分.根据以上分析,只要求出  ( r#)问题就

得到解决.

采用矩量法[ 3]对式 ( 2)数值求解, 将导体结构 (由

m个导体组成)表面划分成 n 个小面元,假定小面元内

部电荷均匀分布. 按照式( 2)对各小面元建立方程,得

到线性方程组如下

Pq= V ( 3)

其中 q ∃ R
n
, q1 代表小面元 i 内电荷. V ∃ R

n
, v i

代表小面元 i 电势.系数矩阵 P ∃ Rn � n ,电势系数:

� P ij =
1

area( Ai )
�∀

ri∃ Ai

1
area(A j )∀

r j∃ Aj

G( ri , rj ) dajdai ( 4)

Pij表示单位电荷小面元 j 对小面元 i 的电势,称为

电势系数, P 称作电势系数矩阵. 求解方程组 ( 3)得到

各小面元电荷,同一导体上的小面元相加得到导体表

面电荷,将这个过程进行 m 次就可以解出电容矩阵 C.

2. 2 � 快速分层算法简介

对电势系数直接求解,获得的电势系数矩阵 P将

是n � n 的满矩阵,此时式( 3)求解的时间、空间复杂度

至少为 O( n2).而采用快速分层算法( FHM ) ,可以使时

间复杂度降低到 O( n) .下面分别对层级近似和分层加

速原理进行简单介绍.

2�2�1 � 层级近似
以真空中面电荷 A 对空间某一点电势为例. 设包

含 A 的最小球半径R,场点 x 距球心为 r , r > R.首先将

A 划分成两相等小面元A 1和 A 2 ,假定 A 1、A 2各自电荷

均匀分布,电荷密度分别是  1和  2,则场点电势:

∀x#∃ A1

 1

4!∀0% x#- x %
da#+∀x#∃ A2

 2

4!∀0%x#- x %
da#

( 5)

然后假设 A 电荷总量不变,整体上均匀分布, 这时电荷

密度为(  1+  2) /2,场点电势

∀x# ∃ A

 1+  2

2
1

4!∀0%x#- x %
da# ( 6)

不失一般性,假设  2 & 1 ,式( 6)和( 5)的差

 2 -  1

2
1

4!∀0∀A
1

1
%x#- x %da#-∀A

2

1
%x#- x %da#

∋
 2-  1

2
1

4!∀0∀A1

1
%x#- x % -

1
% x#- x %+ R

da#

∋
 2-  1

2
R
r∀A1

1
4!∀0 %x#- x %

da# ( 7)

可以看出式( 6)和(5)相对误差至多是 R/ r 的常数

倍.当 R/ r (0(或 R/ r  1)时,层级近似误差可以得到

很好控制.

2�2�2 � 分层加速原理
快速层级算法是通过将分层近似应用到面元的划

分和电势系数的隐式表示从而实现 3D 电容加速求解.

采用了分层加速算法后获得的电势系数矩阵 P 是一个

高度稀疏的矩阵.下面以面元 A 和面元H 相互作用为

例介绍层级近似在电势系数矩阵中的应用,从而揭示

分层加速的原理.

图 1[ 2] ( a) A、H 为初始面电荷元,由于 A 和H 不满

足层级近似条件: R/ r  1,即 A、H 上电荷不能视为均

匀分布,需将 A、H 划分如图 1 ( b)所示. 图 1( b)中 BJ、

CJ、CI 相互之间满足层级近似条件, 因此可以对 PBJ、

PCJ和PCI按照式( 4)进行计算和保存; 剩下 B 和 I 之间

尚不满足层级近似条件,这时对 B、I 进一步划分,如图

1( c )所示.图 1( c)、( d )依次类推,到图 1 ( e)时划分结

束.图 2[ 2]是对电势系数的记录,每一条双箭头线表示

记录的一个电势系数. 从图 2可以看出,一共只需记录

24个电势系数就可以完整表示电势系数矩阵P . 图1
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( e )显示划分结束时最终有 8 个小面元, 如果直接计算

电势系数,将会得到一个 8� 8的电势系数矩阵,电势系

数需要计算 64次. 从图 2可以看出, 采用分层近似,同

一面元的两子面元可以共享其父面元的电势系数,如

F、G 有公共父面元D,则 PFL = PGL = PDL , PFE= PGE=

PDE ,这样节省了大量计算时间. 此外在求解式 ( 3)时还

可以利用电势系数的层级关系实现进一步的加速,后

面有详细介绍.

3 � 改进的层级加速算法
3�1 � 分层划分条件

从 2. 2. 1对层级近似的分析知道:层级近似相对误

差至多是 R/ r 的常数倍,即

| �- �#| ∋ K *
R
r

< Peps ( 8)

其中 � 和 �#分别是划分前后的电势, K 为常数. 要在

3D电容参数提取中合理应用层级近似就必须对 K 和

R/ r 的取值进行研究. FHM[ 2] 对此采取不断试验、比较

的方法,即:通过对 K 和 R/ r 取不同值, 应用快速分层

算法对 3D电容进行求解,并将电容求解的结果与商业

软件FastCap的计算结果进行比较,通过误差分析,确定

K 和R/ r 与电容提取计算误差的对应关系.这样,对于

不同导体结构需进行重复试验,操作十分不便. 本论文

通过对 3D 导体结构表面层级划分的大量试验和电势

系数级数展开,提出了更为科学的分层划分依据.

观察电势误差多级展开公式
[ 4]

� ( r i, #i , ∃i) - )
l

n= 0
)

n

m= - n

Mm
n

r
n+ 1
i

Ym
n ( #i , ∃i ) ∋ K 1

R
r i

l+ 1

� � ∋ K 1

R

r

l + 1

( 9)

其中 l 是展开的阶, K1是跟展开阶无关的常数.根

据式(9) ,对零阶展开近似,电势误差为

| �- �#| ∋ K1*
R
r

( 10)

对比式( 8)和( 10) , 发现层级近似的误差与零阶展开误

差相等. 基于此, 可以使层级加速算法的结果与二阶

FastCap计算结果逼近.

在二阶 FastCap( 以下用 FastCap( 2) 表示二阶 Fast�
Cap)中 R/ r 取 0. 5,这样二阶展开误差为

| �- �#| ∋ K 1
1
2

3

∗0. 125K 1 ( 11)

为了使式(8)逼近式( 11) ,只要在分层近似中对 R/ r 取

0�125就可以了.这样做实际上是以较小的面元来弥补

零阶展开的误差,因此可以比 FastCap( 2)达到更高的精

度.另外,虽然面元数量增多, 但是由于零阶展开的计

算量远小于二阶展开, 因此并不会增加计算开销.下面

分析 P eps的取值.

本文采用层级近似原理对大量导体结构表面进行

四边形面元划分,研究发现: 划分结束时, 小面元长短

边长度之比几乎都控制在 1 和 2之间,即:

1. 0 ∋
lmax

lmin
∋ 2. 0 ( 12)

分子和分母分别为长边、短边的长度.

图 3( a)和( b)分别是对立方体和 2� 2交叉导体表

面进行分层划分的结果.

我们分别对正方形单位电荷小面元和长宽比为 2:

1的单位电荷长方形面元进行研究. 分别计算面元的中

心电势 U及 U与边长 R 的乘积(长方形取长边) . 对电

势的计算采用了
[ 5]
提出的解析公式.如表 1所示.

表 1 � 单位电荷面元中心电势

尺寸 U R U* R

1. 0� 1. 0 0. 03168 1. 0 0. 03168

0. 5� 0. 5 0. 06337 0. 5 0. 03168

1. 0� 0. 5 0. 04325 1. 0 0. 04325

0. 5� 0. 25 0. 08650 0. 5 0. 04325

� � 从表 1 可以看出, Peps的取值范围: 0. 03168 � 0. 125

∋ Peps ∋ 0. 04325 � 0. 125,即:

0. 004 ∋ Peps ∋ 0. 0054 ( 13)

试验证明, Peps取 0�004误差就可以控制在 0�5%以内了.

3�2 � 更加高效的层级结构
采用 GMRES 方法[ 6]求解线性方程组( 3)的每一次迭

代中, FHM
[ 2]
都包含两个步骤: ( 1)计算各层次面元的电

荷; ( 2)利用面元上

的电荷计算电势,并

把电势从父面元逐

级传递到子面元,最

后叶面元电势等于

设定电势.由于在分

层划分中各级面元

已经建立了层级关

系,只要对面元一次性建立起层级结构,步骤( 1)就可以

直接计算各面元电荷.以图 4为例进行说明.

采用分层划分,将初始面元 A 划分成 B、C, 然后对

B进一步划分成 D、E.根据面元在分层划分中的不同

层次引入了层级( Rank) .初始面元在层级 0,每次划分,
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新生面元层级自动加 1,因此最远端的面元层级最高.

以图 4为例, A 的层级是 0, B 和C在层级 1,最高层级2

有 D 和E.有了层级结构,下面根据层级结构对各面元

电荷进行表示.

(1)从最高层级 Rank 2 开始,由于 D 和 E 是叶面

元,电荷用 QD 和QE 表示.这里 Qi 代表面元 i 上电荷.

(2)往上到 Rank 1,这一层包含 B 和 C, C 是叶面

元,电荷是 QC , B 上电荷用其子面元D、E之和表示:

QB= QD + QE

(3)往上到顶层 Rank 0:

QA= QB+ QC= ( QD+ QE ) + QC

只要一次性建立以上层级结构和分层关系,步骤 ( 1)就

可以实现直接求解,从而更充分的发挥层级的优势.

4 � 试验比较

� � 为了测试改进后的分层算法效率和精度, 选取了

典型 3D互连线结构,对 FastCap( 2)、FHM 和改进的分层

算法( IFHM)进行了比较测试.测试用例采用 k � k 交叉

导体结构, k 取 2到 6. k � k 交叉导体结构中导体条的

几何尺寸是 1%m � 1%m � ( 2k + 1)%m.同一层导体条间

距是 1%m, 不同层间的垂直间距也是 1%m. 4!∀0 取

111�27pF/m.

在同一台 PC机上分别采用以上三种算法计算上

述导体结构的 3D电容,得到的结果如图 5、图 6所示.

� � 图 5 列出了原 FHM 和改进后算法的计算精度.这

里将 FastCap( 2)的计算结果作为标准值 C,其他算法的

计算结果为 C#,相对误差公式是: % C- C#%/ % C %,

其中 C代表电容矩阵.比较显示改进后的算法明显地

提高了 3D电容的提取精度.

图 6 比较了三种方法求解 3D电容所用时间, 可以

看出改进的层级加速方法不仅比 FastCap( 2)快,而且相

对于 FHM,效率也得到了大幅提升.

5 � 总结

� � 本文对分层加速算法中分层划分条件和层级数据
结构进行了改进,使划分更加合理、高效. 分层划分条

件经改进后,电容矩阵的计算精度相对于 FastCap( 2)逼

近得更好,由于分层划分方法依据面元之间电势作用

进行划分,其划分比 FastCap( 2)更加科学,也更为精确.

改进后的分层算法,无需多级展开,其计算精度就可以

与 FastCap(2) 相当, 而其计算量大大减少. 改进后的层

级结构在求解方程组 ( 3)时更加直接、高效.本算法作

为软件包集成于武汉大学微电子与信息技术研究院自

行研制的 IC互连线 3D电容提取软件 QXT中.
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